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e Egzamin sktada si¢ z 25 zadan. W kazdym zadaniu podano cztery stwierdzenia, ktorych
prawdziwo$¢ nalezy okresli¢ wpisujac krzyzyk w pustej kratce przy wiltasciwej odpowiedzi P
(prawda) albo F (falsz). Jedli sie pomylisz, napisz ostateczng odpowiedz (P albo F) na lewym
marginesie obok wlasciwego podpunktu. Odpowiedz musi by¢ jednoznaczna.

e Punktacja: Maksymalna liczba punktéw do zdobycia wynosi 100. W zaleznosci od liczby
poprawnie zaznaczonych podpunktéw w kazdym zadaniu mozna otrzymaé od 0 do 4 punk-
tow: cztery poprawne odpowiedzi — 4 punkty; trzy poprawne odpowiedzi — 2,5 punktu;
dwie poprawne odpowiedzi — 1,5 punktu; jedna poprawna odpowiedz — 0,5 punktu; brak
poprawnych odpowiedzi — 0 punktdéw.

o Nie mozna uzywaé kalkulatora, telefonu ani innych urzadzen elektronicznych.
o Nie mozna korzystaé z zadnych materialéw pomocniczych ani z wtasnych kartek brudnopisu.

e Po rozpoczeciu egzaminu nalezy podpisaé wszystkie kartki z zadaniami wlasnym
imieniem i nazwiskiem. Kartki niepodpisane nie beda oceniane.

o Na zakonczenie egzaminu nalezy odda¢ wszystkie kartki z zadaniami. Nie nalezy oddawac
brudnopiséw.



Algebra liniowa

(Re(z-%))? > 1000

n
Jezeli (;) =1 dla pewnego n € N, to liczba n jest podzielna przez 12.

Istnieja przynajmniej dwa pierwiastki piatego stopnia z liczby z, ktorych argu-

menty naleza do przedziatu [O, g .

. Ocen prawdziwosé ponizszych zdan.
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Zbiér {(z,y,2) € R3 : o —2y = 3y —4z} jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni
liniowej R3.

Zbiér {(x,y,2) € R® :  — 2y = 3y — 4z = 0} jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni liniowej R3.

Zbiér {(z,y,z) € R : 22 + y? = 22} jest podprzestrzenia liniows przestrzeni
liniowej R3.

Zbiér {(z,y,2z) € R3 : 22 + y?> = 0} jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni
liniowej R3.

. Niech Ry[z] oznacza rzeczywista przestrzen liniowa (tzn. nad cialem R) wielomianéw jednej
zmiennej o wspolczynnikach rzeczywistych stopnia co najwyzej 2. Rozwazmy dwa prze-
ksztalcenia liniowe F,G : Ro[z] — Ro[z] zadane wzorami F(P)(z) = P2z — 1) — P(0)
oraz G(P)(z) = P'(x) - (2 — 1) (gdzie P" oznacza pochodna funkcji P). Symbole ker(F')
i Im(F) oznaczaja odpowiednio jadro i obraz przeksztalcenia F. Wtedy:

Pl F ]
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ker(F') = ker(G)

Baza przestrzeni Im(G) to (4% — 2z, 2z — 1).

Baza przestrzeni Im(F) to (42?2 — 1,2z — 1).

dimker(F) =0
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4. Rozwazmy macierz

1 10
A=10 2 0
-1 1 2

Wtedy:

p. Fl:l Macierz A ma przynajmniej dwie rézne rzeczywiste wartosci wlasne.

p. Fl:l Wektor (2,2,1)7 jest wektorem wlasnym macierzy A.

p. Fl:l Istnieja dwa liniowo niezalezne wektory wlasne dla tej samej wartosci wlasnej
macierzy A.

pl:l F . Macierz A nie jest diagonalizowalna.

Analiza matematyczna

5. Ocen prawdziwo$¢ ponizszych zdan.

: n! . .
p. Fl:l Ciag a, = o jest zbiezny do zera.

pl:l F . Ciag a, = — jest zbiezny do zera.
pl:l F . Ciag a, = 27 jest zbiezny do zera.

p. Fl:l Ciag a, = -l jest zbiezny do zera.

6. Rozwazmy szereg

— (ap —2)"

dla pewnych a, k,p € R. Wtedy:

p. Fl:l Jedli a = 9,k = 2, to szereg S jest zbiezny doktadnie wtedy, gdy p € [%, %}
pl:l F . Jesli a =5,k = 1, to szereg S jest zbiezny dokladnie wtedy, gdy p € (%, %)
p. Fl:l Jesli a = 3,k = 0, to szereg S jest zbiezny doktadnie wtedy, gdy p € (%, 1).

p. Fl:l Jesli a = 7,k = 1, to szereg S jest zbiezny doktadnie wtedy, gdy p € [%, %)



7. Niech f : R — R bedzie funkcja rézniczkowalng na calej prostej i taka, ze f(0) = 0
oraz dla kazdego x € R spelniony jest warunek 2 < f'(z) < 3. Z powyzszych zalozen
wynika, ze:

Pl f[ ] /() #16
Pl F[ ] lm f@) =+

p| | FI} /@) #/1)+4

p| | Flf} /@)>13

8. Niech F bedzie rodzina wszystkich funkcji f : [0, 1] — R, ktére sa ciagle, wypukle i spelniaja
warunki f(0) =0 oraz f(1) = 1. Dla funkcji f € F przyjmujemy oznaczenie

If:/lf(sn)dw.
0

Wtedy:

1
p. Fl:l Dla kazdej funkcji f € F zachodzi warunek I < 3

pl:l F . Dla kazdej funkcji f € F zachodzi warunek Iy > 0.

p. Fl:l Istnieje funkcja f € F, dla ktérej zachodzi warunek Iy = 112

T

L. T
p. Fl:l Jezeli f(z) = tg <4>,to Iy =

In

Matematyka dyskretna

9. Ocen prawdziwos$é¢ ponizszych zdan.

2" 4+ 3n% +5 _@<2”+n2>

Pl:l F. 3+2/n 1/n

p. Fl:l logn™ = O(logn!)

P. Fl:l (n+2)vn + 3 = w(nlog?n)

Pl:l 1__‘,. 2310g2n — O(TL)
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10. Rozwazmy grupe G obrotéw (bez symetrii) szeScianu. Niech z bedzie rogiem sze$cianu.
Wynika stad, ze:

P I:l F . Orbita z ma rozmiar 6.
p. Fl:l Stabilizator x ma rozmiar 3.
P I:l F . Grupa G ma rozmiar 36.

p. Fl:l Jest tylko jedna orbita.

11. Niech F; oznacza i-ty element ciagu Fibonacciego (z wyrazami poczatkowymi Fy = 0
i /1 = 1). Niech n, k beda dowolnymi liczbami naturalnymi. Ocen prawdziwo$¢ ponizszych
zdan.

/2
P Fl ] Fn+1=Z< ; )

=0

n
P|:| F. Z(?)ka:FnM

n n—1 n
PI:l F. (k‘):( 2 >+<k‘—1> dla0<k<n
12. Niech apy2 = ant1 + 2a, dlan > 0 oraz ag =11 a1 = 3. Wtedy:
P|:| F. agp < 21
p[ | F] w0 <2%

Pl:l F. agy < <1+2\/5)90
P|:| F. asg < 3%



Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka

13. Niech X i Y beda niezaleznymi ciaglymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkladzie,

dla ktérych EX = EY =5, Var(X) = Var(Y') = 2. Wynika stad, ze:

p. FI:l E(XY) =25
pl:l F. Var(X —Y) =2
Pl ;[ | PX2Y)=3;

P f[] P(X-51>10)<3

14. Niech X7, Xo,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym ciggltym roz-

ktadzie na (0, 00), ktérego gestoéé f jest dodatnia dla kazdego = > 0 i ktérego dystrybuanta
F' spelnia warunek:

P(X; >z)=1-F(z) =e > dla kazdego = > 0.
Wynika stad, ze:

p. Fl:l P (min(Xy,...,X,) > z) = e 2" dla kazdego z > 0.

pl:l F. P (max(X1,...,X,) > z) = e 2" dla kazdego z > 0.

t
pl:l F . Funkcja h(t) := 15(}7)(0 spelnia warunek h(t) < 2 dla pewnego t > 0.

p. Fl:l Gesto$é rozkladu zmiennej min(X7, ..., X,,) jest postaci fumin(z) = 2ne=2"®
dla z > 0.

15. W urnie znajduje sie 40 kul: po 10 czerwonych, niebieskich, zielonych i z6ttych. Losujemy

10 kul bez zwracania. Ocen prawdziwo$é ponizszych stwierdzen.

pl:l F. Prawdopodobienstwo tego, ze wszystkie dziesie¢ kul bedzie jednego koloru,
1

40y

(10)

p. Fl:l Prawdopodobienstwo tego, ze wréd wylosowanych kul wystepuja kule co naj-

wyzej dwoch koloréw, wynosi:

446351 () - o)

(i0)

Wynosi




Imie i nazwisko:

pl:l F. Prawdopodobieristwo tego, ze wérdéd wylosowanych kul pojawia sie wszystkie
10\4
(1)
0y -
(10)

pl:l F. Prawdopodobieristwo tego, ze liczba wylosowanych czerwonych kul bedzie
parzysta, wynosi 0,25.

cztery kolory, wynosi doktadnie

16. Niech Xi,..., X, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o wspdlnej gestosci:
f(z) = %exp (—ﬁ) , x>0,

gdzie 8 > 0 jest parametrem. Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen.
p. Fl:l Estymator najwiekszej wiarogodnoéci parametru 6 ma postaé
1 n

Oure = — > X;.
2n

i=1

p. Fl:l Jeslin =51 X;+--+X5 = 10, to estymator najwickszej wiarogodnosci wynosi
e = 1.

pl:l F . Funkcja f jest gestoscig rozkladu wykladniczego.

p. Fl:l Dla ustalonego 0 zachodzi E(X;) > 6.

Algorytmy i struktury danych

17. W klasycznym algorytmie wyznaczania najdtuzszego wspélnego podciggu dwoéch ciagéw
X[1..m] 1 Y[1..n] o dtugosciach odpowiednio m i n wyznaczane sa wartosci C|[i, j| dla wszyst-
kich1 <7 <mil < j <n oznaczajace dlugo$é¢ najdluzszego wspolnego podciagu ciagdéw
X|[1..4] i Y[1..j]. Przyjmuje si¢ ponadto, ze C[i,j] = 0 gdy ¢ = 0 lub j = 0 co odpowiada
interpretacji, ze X[1..0] oraz Y[1..0] to ciag pusty. Oceri prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen.

pl:l F. Dla i,j > 1 oraz X[i] # Y[j] zachodzi tozsamo$é C[i,j] =1+ C[i — 1,5 — 1].

P I:l F . Wyznaczenie C|[i, j] przy znanych wartosciach C[i’, j'] dla wszystkich par (7', j)
takich, ze i’ < i lub j' < j wymaga czasu O(i + j).

p. F[ | Dlai,j>1oraz X[i] = Y[j] zachodzi nieréwnosé

Cli,j]<1+  max  Cli—kj—k].
[ ‘7] ke{1,2,...,min(i,j)} [ J ]

p. Fl:l Niech DJi, j] oznacza dlugo$é najkrétszego ciagu, ktérego podciagami sa X [1..i]
i Y[1..5]. Wéwczas DJi,j] =i+ j — C[i, j].

7



18. Rozwazmy ponizszy algorytm:

Algorithm 1 Nested(A,n,a,b)

1. 1+ 1

2: while i <n do

3: g1

4: while j < n do

5: k<a-j+0

6: if k£ <n and A[j] > A[k] then zamien(A[j], A[k])
T j+k

8: 11+ 1

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen.

P Fl |

p[ | FII}

p| | FII}

P Fl ]

Czas dziatania Nested(A4,n, 1, 1) jest O(n?) i w wyniku uruchomienia algorytmu
zawartos¢ A[l, n] zostanie posortowana niemalejaco.

Czas dzialania Nested(A4,n,1,1) jest O(nlogn) i w wyniku uruchomienia algo-
rytmu w A[1] znajduje sie najmniejszy element sposréd A[l], ..., Aln].

Czas dzialania Nested(4,n, 2, 0) jest O(n?) i w wyniku uruchomienia algorytmu
zawartos¢ A[l,n| zostanie posortowana niemalejaco.

Czas dzialania Nested(A4,n,2,0) jest O(nlogn) i w wyniku uruchomienia algo-
rytmu dla kazdego 0 < j < logn speliony jest warunek A[1] < A[27].

19. Algorytm Boruvki znajduje minimalny podgraf rozpinajacy w grafie wazonym tworzac przy-
rostowo las drzew F', poczatkowo skladajacy sie z jednowierzchotkowych drzew odpowiadaja-
cych wszystkim wierzchotkom grafu. Algorytm dziala w fazach. W kazdej fazie dla kazdego
drzewa T tworzonego lasu F' dodawana jest krawedz o najmniejszej wadze sposréd krawedzi,
ktorych dokladnie jeden koniec nalezy do T'. Algorytm konczy dzialanie po uzyskaniu jednego
drzewa zawierajacego wszystkie wierzchotki grafu. Ocen prawdziwosé ponizszych stwierdzen.

d
p[ | FII}

P Fl ]

ol |-l

Liczba faz algorytmu jest O(logn), gdzie n jest liczba wierzchotkéw grafu.

Liczba faz algorytmu jest zawsze Q(loglogn), gdzie n jest liczba wierzchotkow
grafu.

Algorytm Boruvki moze dziata¢ niepoprawnie (zwrécié podgraf rozpinajacy graf
wejéciowy, ktérego waga nie jest najmniejsza) dla graféw z ujemnymi wagami
krawedzi.

Rozwazmy modyfikacje algorytmu Bortvki, w ktorej w kazdej fazie dodajemy
tylko jedna krawedz: krawedZ o najmniejszej wadze, ktérej konce nalezg do réz-
nych drzew lasu F'. Po takiej modyfikacji algorytm nie bedzie znajdowaé¢ naj-
mniejszego drzewa rozpinajacego wejsciowego grafu.
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20. Przyjmijmy, ze wysokos¢ ukorzenionego drzewa jest réwna maksymalnej liczbie wierzchotkow
na Sciezce od korzenia do lisScia w tym drzewie, a wysokos¢ drzewa pustego jest rowna 0.
Przez rozmiar drzewa rozumiemy liczbe wezléw w tym drzewie. Drzewem AVL jest kazde
drzewo binarnych poszukiwan T', w ktérym dla kazdego wierzchotka v € T zachodzi wlasnos¢:
wysokos¢ poddrzewa drzewa T zakorzenionego w lewym dziecku v i wysokos¢ poddrzewa
drzewa T zakorzenionego w prawym dziecku v réznia sie o co najwyzej 1. Niech max(h)
i min(h) oznaczaja odpowiednio najwigkszy i najmniejszy rozmiar drzewa AVL o wysokosci
h. Wéwczas w szczegdlnosci zachodzi min(0) = max(0) = 0 oraz min(1) = max(1) = 1. Ocen
prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen.

p. Fl:l Dla h > 1 zachodza zalezno$ci:
max(h) > 2max(h — 1) + 1 oraz min(h) < 2min(h — 1) 4 1.

p. Fl:l Dla h > 1 zachodza zalezno$ci:
max(h) = 2max(h — 1) + 1 oraz min(h) = min(h — 1) + min(h — 2) + 1.

p I:l F . Funkcja min spetnia zaleznosé min(h) = ©(2").

p. Fl:l Funkcja max spetnia zaleznoéé max(h) = ©(2").

Metody numeryczne

21. Rozwazmy ciagla i rézniczkowalna funkcje f: [0,1] — R, ktéra posiada dokladnie jeden
pierwiastek z* (tzn. f(z*) = 0) taki, ze f/'(z*) # 0. Oceni prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen
dotyczacych metody Newtona (zwanej takze metoda Newtona—Raphsona lub metoda sty-
cznych) oraz metody siecznych, zastosowanych w celu znalezienia pierwiastka x*.

p I:l F . Metoda Newtona zawsze zbiega do pierwiastka, niezaleznie od wyboru punktu
poczatkowego.

p. Fl:l Metoda siecznych nie wymaga obliczania jawnej pochodne;j.

P I:l F . Metoda Newtona ma zawsze zbiezno$¢ liniows.

pl:l F. Metoda siecznych jest zbiezna szybciej niz metoda Newtona, jedli punkt
poczatkowy jest dostatecznie blisko miejsca zerowego.




Programowanie w jezyku Python

22. Rozwazmy ponizszy program:

import random

fun = random.choice([set, dict, list]) #[*]
M = 10_000_000

L = fun(range(M))

new = []

for i in range(1000):
x = random.randint(1,M-2)
if x in L:
new.append (1)

print (sum(new))

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen dotyczacych dzialania tego programu.

p. Fl:l Program czasami wypisuje wartoéé¢ catkowita, a czasami konczy swoje dzialanie
nieprzechwyconym wyjatkiem.

p. Fl:l Na przecietnym komputerze program czasem dziata utamek sekundy, a czasem
dhugie sekundy.

p. Fl:l Da sie usunaé jeden element z listy w wierszu oznaczonym #[*], by program
zawsze konczyl swoje dzialanie bez zglaszania wyjatkow.

pl:l F . Jezeli nie pojawi sie wyjatek, to program wypisuje liczbe 999 lub mniejsza.

23. Rozwazmy ponizszy program:

import numpy as np

N =4

A =N = [[0] * N]
A = np.array(4)
Afo][0] = 13
print (A.sum())

B =N * [[0] * N]
B[0] [0] = 13

B = np.array(B)
print (B.sum())

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen dotyczacych dzialania tego programu.
p. Fl:l Pierwsza wypisana wartoscig bedzie liczba 13.
P I:l F . Program wypisze dwie réwne sobie wartoSci.

pl:l F. Zamiana instrukcji A[0] [0] = 13 na A[0,0] = 13 oraz B[0] [0] = 13
na B[0,0] = 13 nie zmieni wyniku wypisywanego przez program.

p. Fl:l Struktura, do ktérej odnosi sie zmienna A, przed wykonaniem instrukeji
A = np.array(A) zajmuje O(N) pamieci, a po wykonaniu tej instrukeji zaj-
muje O(N?) pamieci.

10
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24. Zaktadamy, ze dwie funkcje sg réwnowazne, jezeli albo obie sie nie kompiluja, albo obie sie
kompiluja i ponadto dla kazdego argumentu zwracaja réwne wartosci (tzn. takie, dla ktérych
wyrazenie vl == v2 ma warto$¢ True) lub rzucaja ten sam wyjatek. Funkcje £1, £2, £3 jako
argument biora liste liczb catkowitych. Funkcje £4, £4b jako argument biora liste list liczb
catkowitych. Rozwazmy ponizsze definicje:

import numpy as np

def f1(L):

return [1 for x in L if x % 2 == 0].count(1) + len(L)
def f2(L):

A = np.array(L)

ALCA % 2) <= 0] =2 #[1]

AT(A % 2) > 0] =0 #[2]

A=A//2+1
return A.sum()

def £3(L):
res = 0
for i in range(len(L)):
res += 1 if L[i] % 2 == 0 else O
res += 1
return res

def f4(L):
return {e for x in L for e in x}

def f4b(L):
return {e for e in x for x in L}

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen.

p. Fl:l Funkcje £1 i £2 sa réwnowazne i obie zwracaja liczbe liczb parzystych na lidcie
powiekszona o dlugosé listy.

p. Fl:l Funkcje £1 i £3 sa réwnowazne.

pl:l F . Funkeje £2 i £2b, w ktérej zamieniliSmy miejscami instrukcje zaznaczone #01]
i #[2], sa réwnowazne.

P I:l F . Funkcje £4 oraz f4b sg réwnowazne.

11



25. Rozwazmy ponizszy program:

def f(s):

res = []
for i in range(len(s)):

a = s[i]

if a in s[i+1:]:

res.append(a.upper()) # "ala8".upper() == "ALA8"

if not res:

res = list(s.lower())
return "".join(res)

# Jezeli jakas§ z ponizszych instrukcji powoduje wyjatek
woéwczas nie bierzemy jej pod uwage (czyli zakiadamy

+*

# ze zostaje usunieta z kodu)
= "lokomotywa"
=2 x [0,1]
+= [2x[]]

.append(s[2:4]+s[6:8])

.append( len(L) >= 5 or L[99] == 9)
.append( f("ABC"))

.append( f("abcabcde") )

| e Y e o A o ]

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen dla wartodci listy L po zakonczeniu dziatania powyzszego
fragmentu programu (lub po jego modyfikacji, jezeli zajdzie sytuacja opisana w komentarzu).
p. Fl:l Wyrazenie "koty" in L ma warto$é¢ True.

p. Fl:l Lista L ma dlugosé 9.
p. Fl:l Lista L zawiera jaka$ liste jako swéj element.

p. Fl:l Wyrazenie "ca" in (L[-2] + L[-1].lower()) ma wartos¢ True.
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